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Opérateur differentiel gradient

|. Taux de variation ; notion de gradient
1. Définition
Nous avons vu au cours du chapitre sur les diffées que I'on pouvait écrire :

f'(x) =j—f soit df =f'(x)[dx avec f'(x) nombre dérivé de la fonction f au galfabscisse x.
X

Plus f croit avec x, et plus f'(x) est grand. Di, f&(x) est souvent appelgéux de variation de la fonction f.

Généralisons ce principe aux fonctions de 3 vaggbt,y,z) :

Soit une fonction scalaire f de valeur au point M f(x,y,z). Son accroissement au point
M’(x+dx,y+dy,z+dz) est donné par sa différentielle

of of of
df =(—J dx+(—] dy+(—] dz que I'on peut noter plus synthétiquement :
Y.z X,z X,y

ox oy 0z
af
ox dx
of [
df = oy dy et compte tenu deOM =| dy
of dz dz
az
at
ox
df =grad(f)[@OM en posant {grad(f) = % appelévecteur gradient de f
o
0z

Remarque : I'opérateur gradient de note souverteue@pérateur « nablaB =

Rle 2o 2o

2. Interprétation graphique

Quelle est la signification physique du vecteudgrat ? Comment l'interpréter ?

GRAYE Pagel/3 Année : 2002-2003




Lycée Polyvalent Pointe Des Négres Semaine du
Section : Mathématiques supérieures TSI1
Théme : Opérateur différentiel gradient Page2/3

Imaginons une piéce dans laquelle la températwst pas homogéne ; elle est donc une fonction de la
position considérée, donnée par les trois coordm(€y,z) T(X,y,z). Considérons un poing(kb,yo,zo) de

cette piece.

. , . of
» Silatempérature en st fortement croissante selon x alo#s-

selon x)

est positif et élevé (taux de variation

XMO

» Silatempérature en kst faiblement croissante selon y aler% est positif et faible (taux de

variation selon y)

of

. . L of i
» Silatempérature en vbst fortement décroissante selon z aiaef}; est négatif et élevé (taux de

variation selon z)

aT

ox

Bilan: grad(T)| = %—
Mo

aT

0z

Mo

fortementversx croissantloncversT croissant
est donc un vecteur qui pointd faiblementversy croissantioncversT croissant
fortementversz décroissandoncversT croissant

Mo

LLe vecteur gradient pointe donc vers les zonesalssance de la température

Ay

X

rd

Il. Expression dans les autres systemes de coordonn  ées

NB : I’ expression de I'opérateur gradient en syst&le coordonnées cartésiennes est relativemepliesim
mais la prudence est de mise lorsqu'il s’agit dediller dans un autre systéeme de coordonnéessahbses
se compliquent un peu. On évitera en particuliea @ut prix) d'écrire, par exemple, que le gratien
coordonnées cylindriques prend la forme suivante :

— of — — of —
d(f(.0,2)) =—e, + +—
grad(f(p.8,2)) 2 ep}{ee a2 e,

une simple analyse dimensionnelle montre quederskterme est incohérent

Systéme de coordonnées cylindriques

Rappelons la définition géométrique du gradient :
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gradf |, dp
df =gradf) @OM =| |gradf |, pd0@ | (relation 1)
gradf|, | \dZ
© S S
De plus, f étant une fonction des varialjje® et z, on peut développer sa différentielle df :
df = o dp+(i) d9+(ﬁ) dz (relation 2)
op J,, 09 /,, 0z ),
En identifiant (1) et (2) on tire immédiatement :
— o )
rad(f ] =—
grad(f)], 2
— 1 of — of — 1of —  of —
rad(f ] ==— rad(f)=—e, +——e, +—¢
grad(t)ly pae’: grad(f) p° poe°® oz
— of
rad(f ] =—
grad(f), ==
9
op
Comme pour le systéme de coordonnées cartésiesmesut définir I'opérateur « nabla = %%
9
0z

2. Systeme de coordonnées sphériques

e

% Exercice de cours reprendre la démarche précédente afin de déteritempression de I'opérateur
gradient dans le systéme de coordonnées sphériques.

On rappelle que dans ce systém@/f =dr G? +rd9|]?; +rsin0d¢ Edaj

— of — 1lof — 1 of —
i radf =—[@& +——@B, +——
On doit trouver |0 ar &t e e rsin® 3 4,

K2
or
. .= |10
L'opérateur « nabla » deviefld =| ——
r a0
1 8
rsin@ o¢
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